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Introduction and Background

•一般常見之管制圖:X Chart , ത𝑋 𝐶ℎ𝑎𝑟𝑡 , CUSUM Chart 

•一般管制圖之限制:單變數的、假設為常態分配(較不切實際)

•在現實生活中，會有多元的品質變數。

•以藥片為例:重量、硬度、厚度、長寬高(彼此相關的)

•有些建立多元變數管制圖的方法有被提出，但還是需要假設為常
態分配且很難被視覺化和解釋。



X Chart
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Data depth 

•將多元的變數轉為一元的指標

•不需對原本的數據有任何假設

•較好視覺化和解釋



Mahalanobis distance

• G、F~任意分配且G和F為不同分配

•從G中隨機抽m個樣本稱為𝑌1, … , 𝑌𝑚
•從F中隨機抽𝑛個樣本稱為𝑋1, … , 𝑋𝑛
•把每一個𝑌𝑖和𝑋𝑖都轉為Mahalanobis distance.

• 𝐷𝐺𝑚 𝑌𝑖 =
1

[1+ 𝑌𝑖−ത𝑌 ′𝑆−1 𝑌𝑖−ത𝑌 ]
, ത𝑌 is sample mean of 𝑌1, … , 𝑌𝑚 and S is 

the sample covariance matrix.

• 𝐷𝐺𝑚 𝑋𝑖 =
1

[1+ 𝑋𝑖−ത𝑌 ′𝑆−1 𝑋𝑖−ത𝑌 ]



Mahalanobis distance

•再把𝐷𝐺𝑚 𝑋𝑖 做評級(rank)

• 𝑟𝐺𝑚 𝑋𝑖 = #
𝑌𝑗∣𝐷𝐺𝑚 𝑌𝑗 ≤𝐷𝐺𝑚 𝑋𝑖 ,𝑗=1,…,𝑚

𝑚

• 𝑟𝐺𝑚 𝑋𝑖 之值越小，說明有越小比例的𝑌𝑖比𝑋𝑖還小，代表該𝑋𝑖值越
可能為異常值。



SIMULATION RESULTS 

• Let G~N( μ =
0
0

, 𝛴 = [
1 0
0 1

] ) ,F~N( μ =
2
2

, 𝛴 = [
4 0
0 4

]

•從G生成540筆資料，把前500筆命名為𝑌1, … , 𝑌500，後40筆命名為
𝑋1, … , 𝑋40

•再從F生成40筆資料，把它名為𝑋41, …

•接著把𝑌1, … , 𝑌500和𝑋1, … , 𝑋80都轉為Mahalanobis distance

•可得到𝐷𝐺𝑚 𝑌𝑖 , 𝑖 = 1~500 , 𝐷𝐺𝑚 𝑋𝑖 , i = 1~80

•最後再把𝐷𝐺𝑚 𝑋𝑖 , i = 1~80做評級，得到𝑟𝐺𝑚 𝑋𝑖 , i = 1~80





建立Data depth 之管制圖—r chart

CL=0.5
UCL=0.025



建立Data depth 之管制圖—Q chart(n=4)

• 𝑄𝑟𝐺𝑚 𝑋𝑖 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑟𝐺𝑚 𝑋𝑖



建立Data depth 之管制圖—Q chart(n=4)

CL=0.5
UCL=0.220



Conclusion

•此方法也可以用在更為複雜的管制圖，像是EWMA chart , moving 
average chart …

•除了把資料轉為Mahalanobis distance外，也可以轉為其他種類之
深度，像是majority depth, simplicial depth, and Tukey‘s depth …


